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R E S U M O 
Examina-se o problema da determinação da capacidade de 
carga das colunas de concreto armado com seções transversais em 
forma de circulo ou coroa circular, quando solicitadas por cargas 
axiais excêntricas. 
Os efeitos da variação da geometria da linha elástica e 
da não-linearidade dos diagramas tensão-~eformação do concreto e 
do aço são analisados atravês de métodos numéricos. O processo 
de cálculo desenvolvido foi programado para a utilização de um 
computador na construção de ãbacos destinados ã determinação da 
capacidade de carga das colunas em estudo. 
As hipóteses adotadas baseiam-se nas recomendações do 
Comitê Europeen du Béton - Fedération Internationale de la Precon 
traintê (CEB-FIP). 
SUMMARY 
ln this thesis we analyse the behaviour of beam-columns 
with circular or annular cross sections under eccentric longitudinal 
load. 
The influence of the changes in shape of the elastic 
and the non-linearity of the stress-strain curves for both concrete 
and reinforcement steel is considered through numerical methods. A 
computer program for the numerical calculation was developed for 
plotting graphs used in the determination of bearing capacity of 
columns being studied. 
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O presente trabalho trata do problema da determinação da 
capacidade de carga das colunas de concreto armado com seções tran~ 
versais em forma de círculo ou coroa; circular, quando solicitadas· 
por cargas axiais excêntricas. 
Inicialmente, para uma melhor definição do problema exami 
nado, faremos uma breve descrição do comportamento das colunas soli 
citadas simultaneamente a flexão e compressão. 
Desde que a carga axial seja considerãvel, a deformação 
das colunas assim solicitadas pode 1fetar sensivelmente os seus es-
forços solicitantes internos. Conforme indicado no exemplo da fig. 
1, os momentos fletores calculados sem a consideração da deformação 
da coluna (momentos fletores de la. ordem) são majorados por uma 
parcela resultante da associação da carga axial a esta deformação 
(momentos feltores de 2a. ordem). A influência deste efeito de 2a. 
ordem no comportamento da coluna depende do tipo do diagrama ten-
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O comportamento da coluna da fig. 1 pode ser estudado r~ 
lacionando a carga axial N~ com a deformação correspondente, cara~ 
terizada pela flecha f da sua extremidade livre. A curva assim de 
finida representa as diversas configurações de equilíbrio da colu-
na e a sua derivada 
dN' 
estãvel quando d°r" 
indica o tipo do equilíbrio. O equilíbrio 
dN' 
> O e instãvel quando~< O. 
e 
Para materiais elãstico-lineares e elasto-plãsticos i-
deais (fig. 2), a aplicação da teoria de 2a. ordem conduz, respec-
tivamente, aos comportamentos representados pelas curvas (a) e (b) 
da fig. 3. As colunas de materiais elãstico-lineares apresentam 
3. 
um comportamento sempre estãvel, embora a flecha tenda a valores mui 
to grandes quando a carga axial se aproxima de um certo valor. As 
colunas de materiais elasto-plãsticos apresentam um comportamento 
qualitativamente diferente, caracterizado pela ocorrência de instabl 
lidade do equilíbrio. Observe-se que, embora a influência da defor-
mação da coluna nos seus esforços solicitantes internos seja consi-
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As colunas de concreto armado apresentam um comportamento 
semelhante ao das colunas de materiais elasto-plãsticos. Como o 
concreto e o aço apresentam limitações de resistência, verificam-se 
dois tipos de comportamento, associados, principalmente, ã esbeltez 
da coluna. Conforme indicado pelas curvas (a) e (b) da fig. 4, a 
capacidade de carga pode ser limitada: (a) pelo esgotamento da ca-
pacidade resistente dos materiais; (b) pela ocorrência de instabi-
lidade do equilíbrio. O comportamento (a) ê típico das colunas cur 





te dos materiais 





Para cargas de longa duração a redução da capacidade de 
carga devida a deformação lenta do concreto deve ser considerada. 
Esta redução e particularmente sensível no caso das colunas longas, 
já que a deformação lenta pode aumentar consideravelmente a sua 
deformação e, portanto, o efeito de 2a. ordem. 
No presente trabalho examinamos dois tipos de carregame~ 
tos quanto ã sua duração: os de curta duração, onde a deformação 
lenta não é considerada, e os de longa duração, onde a deformação 
lenta é considerada de modo aproximado. Em ambos os casos a anãli 
6 . 
se ê realizada a partir de diagramas tensão-deformação independen-
tes do tempo. 
Embora a não-linearidade dos diagramas tensão-deform! 
çao do concreto e do aço seja considerada, admite-se que a curva 
·de descarga coincide com a de carga. Os resultados obtidos desta 
forma correspondem ao comportamento real da coluna quando as car-
gas e excentricidades crescem de forma a nao provocar inversão no 
sentido de crescimento das tensões na coluna. Como a capacidade 
de carga e maior quando o carregamento ê aplicado de forma a prov~ 
car esta inversão, estes resultados podem ser utilizados independe~ 
temente da forma como o carregamento ê aplicado. Isto decorre do 
fato de que a simplificação introduzida nos diagramas tensão-defo~ 
mação implica em considerar que a coluna ê mais deformãvel qo que 
na realidade o e. No caso de cargas axiais centradas esta simpli-
ficação conduz ã teoria de Engesser-Shanley para a determinação da 
carga correspondente ã bifurcação do equilíbrio (teoria do mõdulo 
de elasticidade tangente). 
As hipõteses adotadas a respeito do comportamento do 
concreto e do aço baseiam-se nas recomendações do Comitê Europêen 
du Bêton - Fêdêration Internationale de la Prêcontrainte (CEB-FIP) 
(1,2). Não serão consideradas as possibilidades de ocorrer colap-
so por esforço cortante e instabilidade local na coluna 
7. 
No Capítulo II fazemos o estudo das colunas em questão, 
deduzindo um processo para o cálculo da sua capacidade de carga. 
Este processo foi programado para a utilização de um computador 
na construção de ábacos para dimensionamento. Apresentamos no 
Apêndice a listagem do programa. 
8. 
CAPITULO II 
PROCESSO DE CÃLCULO 
O desenvolvimento que se segue refere-se ãs c~ 
lunas de concreto armado com eixo inicialmente reto e seçoes 
transversais com caracteristicas constantes ao longo do compri -
mento, em forma de circulo ou coroa circular. Considera-se que 
as barras da armadura longitudinal se distribuem ao longo de uma 
circunferência, com espaçamento constante, e que o numero destas 
barras ê suficientemente grande para permitir a substituição da 
armadura real por outra contínua e uniformemente distribuida ao 





2.1 - Hipóteses 
Adotemos as seguintes hipóteses: 
(a) As seçoes transversais permanecem planas e normais ao eixo 
da coluna, estando implicito que a aderência entre o concre-
to e a armadura serã considerada perfeita e que a deformação 
devida ao esforço cortante serã desprezada; 
(b) A resistência de uma seção transversal ê limitada pela ocor-
rência de uma deformação considerada excessiva na armadura 
9. 
ou pelo esmagamento do concreto. Limita-se o alongamento r~ 
lativo da armadura em 10/1000 (zona 1 da fig. 6). Conside -
ra-se que o esmagamento do concreto ocorre quando o seu en-
curtamento relativo atinge 3,5/1000 em seçoes parcialmente 
comprimidas (zona 2) ou 3,5/1000 - 0,75&bi em seçoes total-
mente comprimidas (Ebi ê o encurtamento relativo minimo da 
seçao - zona 3); 
(c) A relação entre tensões e deformações normais no concreto e 
representada pelo diagrama da fig.7, onde se considera que 
o concreto não resiste ã tração; 
(d) A relação entre tensões e deformações normais no aço CA-24 e 
representada pelo diagrama da fig. 8 e, nos aços CA-40 e 
CA-50, pelo dia grama da fig. 9, onde se considera a combina-
ção mais desfavorãvel dos diagramas relativos a aços 
rais (tipo A) e encruados (tipo B). 
natu-
1 O. 
Nos diagramas tensão-deformação admite-se que a 
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12. 
2.2 - Esforços solicitantes em função da distribuição de defor-
maçoes normais 
Deduziremos, inicialmente, as relações entre e~ 
forços solicitantes e deformações normais para seções circulares 
de concreto e para a armadura. A partir destas, as relações CO! 
respondentes ãs seções de concreto armado em forma de circulo ou 
coroa circular serão deduzidas por superposição. 
2.2. 1 - Seções circulares de concreto 
Sejam cbs e cbi as deformações normais mãxima 
e mínima em uma seção circular de concreto. De acordo com a hi-
pôtese (a), a distribuição das deformações normais nesta seção é 
expressa por (fig. 10): 
onde: 
cbs + cbi 
2 
( l ) 
d 
t-----:ir----r-;~---t-fcosBdB -----~_..,, 
---l---"'----'--"----------1------'L\ d r sens 
Fig. 10 
1 3 • 
De acordo com a hipÕtese (c), a relação entre 
tensões e deformações normais no concreto e expressa por: 
o' b = o para e:b ~ o 
,2 
o' 0,85Rb* ( 2e:b 
e:b 
) 1 para o ~ e:b ~ 1 = - -:-,- -:-,- e:bp (2) b e:bp e:bp 
o' = O ,85Rb * para e: 1 ~ 1 b b e:bp 
As equaçoes 1 e 2 definem a distribuição de 
tensões nesta seção,isto e: 
<J' = o b 
(3) 
para 
Os limites s1 e s2 sao os valores de S corres-
pondentes as deformações e:b = O e e:b = e:bp (eq. 1). 
Para que seja verificado o equilibrio de for-
ças nesta seçao (fig.10), deve-se ter: 
14. 






Exprimindo crb em função de a (eq. 3) e efetu-
ando as integrações, tem-se: 
N ' b " 
TI d2 
O ,85 Pi;* -f Fl 
TI dJ 
(4) 
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= ---,- - ~) e:bp bp 
B3 
k2 ) 2 = -(-:.-
e:bp 
2.2.2 - Armadura 
Sejam e:;s e e:;i as deformações normais mãxima 
e mínima em uma seção da armadura. De acordo com a hipótese (a) 
a distribuição das deformações normais nesta seção é expressa 





De acordo com a hipótese (d), a relação entre 
tensões e deformações normais na armadura e expressa por: 
o' = (J 1 E ' E ' a l para ~ a l 
1 1 
(J 1 (J '. 
ºj+1- 0 · 1 1 E'. E' E' = + E! -E~(Ea-Ej) para ~ ~ a J J + l J J a j + l • 
j = l , n 
(J~ = º~+l para E~ >, E~+l 
( 7) 
Os valores de oJ e Ej estão indicados nas fi-
guras 5 e 6, com n = l para o aço CA-24 e n = 5 para os aços CA-
4O e CA-5O. 
As equaçoes 6 e 7 definem a distribuição de 
tensões nesta seçao, isto é: 
o' a = 
(J 1 
l para a ~ ª1 
(J 1 = (J '. + 
ºJ+1-ºJ 
(k 4sena+ para ªj ~ a ~ ªj+l E I E: i a J j+ 1- j 
+ k3 - E'. ) J j = l , n 
(1~ = ª~+l 
( 8) 
Os limites ªj sao os valores de a corresponden-
17. 
tesas deformações E~= Ej (eq.6). 
Para que seja verificado o equilíbrio de for-
ças nesta seçao (fig.11), deve-se ter: 
Ma 
=Jn/2~a' A da senNdN 
V ~ ~ ~ 
-n/2 
Exprimindo cr~ em função de a (eq.8) e efetuan 
do as integrações, tem-se: 
( 9) 
onde: 





rr R* a 
+ cr~+1cosan+l + 
+ r [- ~ (cosaJ.+1-cosaJ.) + 
j=l 
o. 
+ ;(- (aj+l-aj - + 
1 - a! 
= (J '. + (J ~ + 1 J ( k3 - E!) J Ej+ 1 - e: ! J J 
1 - cr! 
= 
(J j+ 1 
E~ k4 1 Ej+] - J 
2.2.3 - Seções de concreto armado em forma 
de circulo ou coroa circular 
Sejam e:~ e e:1 as deformações mãxima e mínima 
em uma seçao de concreto armado em forma de coroa circular. De 
acordo com a hipótese (a), as deformações normais extremas na 
armadura e no perímetro interno da seção sao expressas por (fig. 
1 2 ) : 
= ( 1 + 
E' - e: • 
s i + e;! 
2 1 
1 
E] i = E o s + 
1 
E2S = ( l + 
1 = E o + E2i s 
E ! - 1 1 Els 
d . E o -
1 ) s 
2 êÇ 
E! - 1 1 E2S 
Fig. 12 





Superpondo as parcelas dos esforços solicitan-
tes relativas ao concreto (eq.4) e ã armadura (eq.9), tem-se: 




F ' e F ' sao expressas pelas equaçoes 5. tomando-se 1 e: 1 e e:bs = 1 2 s 
1 = e: ! e:b i 1 
F" e F" sao expressas pelas equaçoes 5. tomando-se 1 = 1 e 1 2 e:bs e:2s 
1 
e:b i = 1 e:2i 
F3 e F4 sao expressas pelas equaçoes 1 O, tomando-se 
1 1 e e: as = e: 1 s 
1 
e: ai = 1 e: 1 i 
Exprimindo o esforço normal e o momento fle 
tor através das relações adimensionais 
n • = N e 
m = M • 
O ,85Rb * B de 
onde 
d2 - d~ 
B e 1 (ãrea da seçao transversal), = 1T 4 
tem-se: 
d? 
F' - 1 F" 1 7 1 
n' e + P F' ( 11) = d? 3 
1 1 - 7 e 
21. 
d~ 
F ' 1 F" -
~ 2 2 da e + p F ' ( 1 2 ) m = 
d? ~ 4 




a (taxa mecânica de armadura) 
As seções circulares 




2.3 - Resistência da Seção Transversal 
armado podem ser consi-
As diversas combinações de esforço normal e momento fle-
tor que provocam o esgotamento da capacidade resistente das seções 
transversais em estudo podem ser determinadas através das expres -
sões 11 e 12, calculando os esforços solicitantes correspondentes 
ãs distribuições de deformações normais esquematizadas na fig. 6 
(ver hipótese b). 
Como as hipóteses do item 2.1 foram estabelecidas pelo 
CEB-FIP de modo a indicarem uma resistência menor que a real, tan-
to para carregamentos de curta quando de longa duração, podemos 
considerar que a resistência das seções transversais independe da 
duração do carregamento. 
22. 
2.4 - Esforços solicitantes em função da curvatura e da defor-
maçao normal média 
Consideremos um trecho compreendido entre duas 
seçoes transversais muito prÕximas de uma coluna. Apôs a defor-
maçao, como a curvatura pode ser considerada constante 
trecho, tem-se (fig. 13): 
logo: 
88 1 











Sendo ~Lo comprimento inicial deste trecho e 
como o esforço normal e o momento fletor também podem ser consi-
derados constantes, tem-se: 
23. 
AA' = ( 1 - E~)AL 
E 1 + E! 
BB' ( 1 - s 1 ) AL = 2 
1 ogo: 
1 
E' - E ! s l 
1f = ES + E, 
( 1 - 2 l ) d e 
Exprimindo a curvatura através da relação adi 
mensional k 
E' - E! 
k s l = ( 1 3) 
1 - E ' m 
onde: 
E' + E ! 
E' 
s l ( deformação média) = 2 m ( 14) 
Exprimindo E~ e Ei em função da curvatura e 
da deformação média e substituindo nas equações 11 e 12, obtêm-
se: 
n ' = n ' ( k , E~) 




2.5 - Colunas solicitadas por cargas axiais centradas 
A capacidade de carga das colunas solicitadas 
por cargas axiais centradas deve ser determinada de acordo com 
a teoria de Engesser-Shanley (teoria do módulo de elasticidade 
tangente), uma vez que se considera que, nos diagramas tensão -
deformação, a curva de descarga coincide com a de carga. 
Consideremos uma coluna de material elástico 
não-linear solicitada a compressao simples (fig.14.a). A teo-
ria de Engesser-Shanley baseia-se no fato de que, para curvatu-
ras muito pequenas, as tensões podem ser consideradas proporei~ 
nais as deformações normais das seções (fig. 14 .b), isto é, 
a' = Et E', onde Et é o módulo de elasticidade tangente do mat~ 
rial (fig. 14.c). A carga correspondente i bifurcação do equi-
librio pode ser calculada pela fórmula de Euler, uma vez que a 
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O valor de N~rit 










nao pode ser obtido diretamen 
tensão media e,portanto, da 
Como Et I e a rigidez a flexão da coluna, tem-
se: 
M = m 
Logo: 
N~rit = 
Exprimindo esta equaçao em função das 




l =~(esbeltez da coluna) 
e 
( 1 8) 
Sejam n! em. o esforço normal e o momento fletor cor-, 1 
respondentes a uma curvatura k6 muito pequena e a uma deformação mf 
dia E~i arbitrada (eqs. 15 e 16). De acordo com a eq. 18, a esbel-
tez associada ã carga critica n\ e expressa por: 
1 
~ 
t = 7fv--rh Çn.í 
Procedendo desta forma para diversas deformações mêdi-
as, podemos determinar as curvas esbeltez-carga critica correspon -
dentes ãs seções examinadas (fig. 15). As descontinuidades observ! 
das nestas curvas devem-se ãs descontinuidades angulares dos diagr! 
mas tensão-deformação adotados para os aços. Os valores convenien-
tes de n~rit podem ser deduzidos atravês de interpolações lineares. 
A escolha de k6 exige certo cuidado. A curvatura deve 
ser suficientemente pequena para a rigidez calculada possa ser 
confundida com Et I e suficientemente grande para evitar erros apr! 
ciãveis de truncamento. O valor k6 = 10-
6 mostrou-se satisfatõrio 
para cãlculos realizados com 10 algarismos significativos (computador 
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2.6 - Colunas solicitadas por cargas axiais excêntricas 
2.6. 1 - Curvas momento-curvatura 
As equaçoes 15 e 16 definem as curvas momento-
curvatura de uma seção, isto ê, as curvas que relacionam o mo-
mento fletor com a curvatura, para valores constantes do esforço 
normal. Como não ê possível explicitar as suas equaçoes, elas 
devem ser determinadas por pontos. 
m 
1 
esiotamento da resis 
tencia da seção 
t~~~~~~~~~7~ n' = n' 
r 
, 
, . , 






,_ l.>< .._ 
<I 
__,________,/ 1 





m=6\ 1 Í li n o . _+-t-+-,+-+-+-+--t,-+-,+----• 




Fig. 1 6 
29. 
Sejam n~, mr' kr e E~,r o esforço normal, o 
momento fletor, a curvatura e a deformação media corresponden -
tesa uma distribuição de deformações normais arbitrada de a-
cordo com a hipõtese {b) (eqs. 11, 12, 13 e 14). Os pontos ex-
tremos da curva momento-curvatura correspondente a n~ (ver fig. 
16) são m1 = mr, k1 = kr (esgotamento da resistência da seçao 
transversal) e mn = O, kn = O (compressão simples). Os de-
mais pontos devem ser determinados arbitrando valores k; para a 
curvatura e determinando as deformações medias 
fazem ã equação 
que satis-
n' = n'{ki' E~) 
no ponto n' = n' r 
Com os valores ki 
momentos fletores mi atravês da eq. 16. 
( 1 9) 
determinam-se os 
A equação n;. = n' ( ki, E~) pode ser resolvida 
pelo processo iterativo de Newton-Raphson 10 , que descrevemos a 
seguir. 
Seja n' o esforço normal correspondente a uma 
deformação media e' m· Expandindo a equação 19 no ponto n' 
em serie de Taylor e considerando apenas o termo linear: 
n' = n' + ígn']ÔE 1 
r Lac;:;- m 
e:·=€' m m 
= n· 
( 20) 
onde ôE~ e o acrêscimo que se deve dar a e~ para obter a de-
30. 
formação média correspondente a n~. 
Conhecida a derivada da curva no ponto E' = E' m m' 
este acréscimo pode ser calculado pela equaçao 20. A deformação 
média procurada seria, então: E~,ap =E~+ ôE~ 
Devido a aproximação envolvida na eq. 20, o 
valor E~,ap assim calculado não deve ser o correto, o que pode 
ser verificado pela eq.19, calculando o esforço normal n' cor-
ap 
respondente a esta deformação média. Se a aproximação desejada 
não foi alcançada, inicia-se novo ciclo com n' = n~P e E~ =E~,ap 
Este processo converge rapidamente desde que 
E~ seja suficientemente próximo do valor correto. Adotando t~ = 
= E~,i-l (observe-se que E~,l 
verificou-se que é necessãrio 
seguir um erro menor que n~ 
= E' ) para a determinação de m
1
., m,r 
uma média de 3 ciclos para se con-
10-5. 
A derivada envolvida na eq. 18 pode ser deter-
minada calculando o esforço normal n6 
e considerando que: 
= 
n' - n' ô 
correspondente a E'+ õE' m m 
31. 
A definição deste acréscimo exige certo cuida-
do. Ele deve ser suficientemente pequeno para que a secante po~ 
sa ser confundida com a tangente e suficientemente gran~e para e 
n • - n' 
vitar erros de truncamento apreciãveis na operaçao """"'ô __ 
ôEm A 
seguinte expressão para a definição de ôE~ mostrou-se satisfatõ-
ria para cãlculos realizados com 10 algarismos significativos: 
fiE 1 = E 1 • 10-3 + 10- 7 m m 
-7 -onde o termo 10 destina-se a evitar que o acrescimo se anule 
-, quando Em= O. 
Apresentamos na fig. 17 a interpretação geome-





n • = n'(ki,~ 
E' -~--'--+-!--+-----+------ m 
E' , , 
m Em,ap Em,i 
ÔE 1 m 
Fig. 17 
32. 
2.6.2 - Deformadas de colunas solicitadas por 
cargas axiais centradas 
Consideremos a deformada fletida em equilibrio 
de uma coluna solicitada por cargas axiais centradas (fig. 18). 
Ao longo desta deformada, o esforço normal, o momento fletor e 
a curvatura são expressos por: 
N' = 




Adotando as simplificações relativas a peque -
nas deformações e exprimindo estas equações em função das variã-
veis adimensionais anteriormente adotadas, tem-se: 
onde: 
n 1 = n' o 
m = n' y o. 
k = - y" 






















Como o esforço normal pode ser considerado cons 
tante ao longo da deformada (eq. 21), a curva que representa a 
sua equaçao diferencial 
y" = 'f (y) (24) 
pode ser deduzida (utilizando as eqs. 22 e 23) da curva momento -
curvatura cujo parâmetro é igual a carga axial aplicada n~. 
34. 
As soluções desta equaçao diferencial devem ser 
determinadas considerando as seguintes condições de contorno, on-
de Ymãx ê a flecha mãxima da deformada: 
[x] y=y _ = O 
max 
[y '] y=y - = o 
max 
(25) 
Variando o valor de Ymãx' obtêm-se as deformadas relativas a co-
lunas com diversos comprimentos. 
Para obtenção destas soluções, consideremos 
que j" varia linearmente com y entre cada dois pontos consecuti-
vos da curva. Em um trecho genérico j (ver fig. 19), a equaçao 
24 assume, então, a forma -y" = a.y + b. 
J J 
onde: 
Y'! - Y" 
J j + 1 
Yj Yj + 1 






m y = -=-r 
no 
j 
tre cho i 
yj ---........... t 
\ "' 
tre 





-y3 + 1 
Fig. 19 
A solução geral desta equaçao diferencial e: 
bj 
y = cj cos(,laj x) + dj sen(/aj x) - ªj 
Definidas as condições de contorno 
[x] y=y. = xj e 
J 
[y']y=y. = y ! 
J J • 





_J_) cos ( v'ã:" x. )- ::...L sen ( r'aJ. xJ.) 






As condições de contorno do trecho seguinte 
/ 2 2 b j) 2
1 
2 dj +v dj + cj - (Yj+l + aj 
xj+l = v'ã:" arctg b. 
aj YJ·+l + _J_ + C. aj J 
( 27) 
As constantes cj e dj (eq. 26) do trecho ini-
cial da deformada (trecho i da fig. 19) podem ser determinadas~ 
tilizando as condições de contorno expressas pelas eq. 25. As 
condições de contorno do prÕximo trecho podem, então, ser calcu-
ladas pelas eq. 27. Procedendo desta forma até o Último trecho, 
completamos a determinação da deformada, uma vez que ela é simé-
trica em relação ao eixo y. 
37. 
2.6.3 - Capacidade de carga 
Consideremos um trecho de comprimento l de uma das 
deformadas associadas ã carga axial centrada n~ (fig. 20). Despre-
zando o encurtamento axial e considerando as aproximações relativas 
a pequenas deformações, podemos considerar que este trecho represe~ 
ta a deformada de uma coluna simplesmente apoiada de comprimento l, 
quando solicitada por cargas axiais de intensidade n~ e excentrici-
dades e1 = y 1 e e2 = y 2 • 
y 
Fig. 20 
Determinando trechos de comprimento l nas diversas 
defromadas associadas a n~ tais que:'...!.= ,te, obtém-se as deforma-
Y2 
das assumidas por uma coluna de comprimento l quando solicitada por 
cargas axiais de intensidade n' e excentricidades que variam manten o 





m =n'e m =n'e o o o o 
n~ ;f]:-~n~ 
m =n'e o o 
n ' o 
n~ -:iJf"--~ -;;--r 
~-~-f 
Fig. 21 
m =n'e o o 
n' 
o 
O comportamento destas colunas pode ser exami-
nado relacionando o crescimento das excentricidades com a rota -
ção de uma das extremidades (fig. 22). O trecho da curva onde 
t > O indica as deformadas em equilíbrio estável e t < O as 
em equilíbrio instável. Verificam-se dois tipos de comportamen-
to. No primeiro a coluna ê sempre estável, e a excentricidade 
da carga ê, portanto, limitada pela resistência da seção trans-
versal (curva a da fig. 22). No segundo a coluna apresenta ins-
tabilidade do equilíbrio, quando a excentricidade atinge, então, 
o seu valor máximo (curva b). O comportamento destas colunas 
39. 
tende do primeiro para o segundo tipo ã medida que n~, l ou 
cresce (e 2 sendo a excentricidade de maior valor absoluto). 
e 
..__ ____________ ,e 
Fig. 22 
As colunas solicitadas por carregamentos onde 
el 
= -1 exigem um tratamento especial. Como o momento é nulo 
e2 
no centro destas colunas, o seu comportamento seria idêntico ao 
de uma coluna com a metade do comprimento, quando solicitadas 
por cargas ax1a1s de mesma intensidade e excentricidades que va 
e 
riam mantendo a relação - 1 = O (curva OAB da fig. 23). Estas co 
e e2 
lunas(f = -1) apresentam, porem, uma bifurcação de equilíbrio 
2 
associada ã tendência de se passar de uma deformada com dupla 







As informações relativas ao ramo AC podem ser 
determinadas na deformada associada ã carga axial cujo comprime~ 
to total ê igual ao da coluna examinada. Esta deformada se ca-
racteriza pelo fato de que, qualquer que seja o trecho escolhido, e, 
as excentricidades mantêm sempre a relação 
e2 
= -1 (fig. 2 4 ) . A 
excentricidade correspondente ã bifurcação do equilíbrio e nume-




Para a determinação de uma deformada de compri~ 
menta total .e., podemos utilizar o seguinte processo iterativo: 
(a) Entre as diversas deformadas associadas ã carga axial consi-
derada, determinam-se as que têm comprimentos imediatamente 
superior e inferior ao fixado. Define-se assim um intervalo 
de variação para Ymãx• no interior do qual estão valor cor-
respondente ao comprimento fixado. 
(b) Utilizando o procedimento estabelecido no item 2.6.2, calcu-
la-se o comprimento da deformada cuja flecha mãxima ê o va-
lor mêdio do intervalo. 
(c) Comparando este comprimento com o fixado, obtêm-se um novo 
intervalo, metade do anterior. 
(d) Repetem-se os itens (b) e (c) atê alcançar a aproximação de-
sejada. 
Nas deformadas assim determinadas verifica- se 
que uma diminuição na carga axial corresponde a um aumento da 
42. 
flecha central, o que significa que o equilíbrio das deformadas in-
dicadas na fig. 24 e instável. A excentricidade correspondente a 
bifurcação do equilíbrio e, portanto, a excentricidade máxima apl! 
cável a estas colunas. 
2.7 - Carregamentos de Longa Duração 
Como a deformação lenta do concreto nao foi con 
siderada, o processo desenvolvido nos itens anteriores para a ana-
lise do efeito de 2a. ordem sõ e válido para carregamentos de cur-
ta duração. 
Este processo pode, entretanto, ser estendido pa-
ra uma análise aproximada dos carregamentos de longa duração pela 
simples inclusão da deformação lenta final no diagrama tensão- de-
formação do concreto, isto e substituindo o parâmetro Ebp = 2/1000 
deste diagrama (ver fig. 7) por Ebp = (1 + ,) 2/1000, onde ~ e a 
relação entre a deformação lenta final e a instantânea. Esta apr~ 
ximação tende a superestimar o efeito de 2a. ordem porque a defor-
mação lenta e considerada em função das tensões finais da colun L 
Para que o processo possa ser repetido para o no-
vo valor de Ebp' resta indicar como foram determinados os pontos 
finais das curvas momento-curvatura (esgotamento da resistencia da 
seção transversal). 
43. 
Para o novo valor de Ebp' a curvatura kr e a 
deformação média E~,r correspondentes a n~ e mr nao são conheci 
das uma vez que a hipÕtese relativa ã resistência da seçao trans 
versal (hipÕtese b) estã associada ao diagrama do concreto para 
solicitações de curta duração (Ebp = 2/1000). 
Os novos valores de kr e E' foram determina-m,r 
dos resolvendo numericamente o seguinte sistema de equações: 
n~ = n' (k, E~) 
(28) 
Utilizou-se o processo iterativo de Newton-
Raphson10 para solução de sistemas de equações, que se descreve 
a seguir: 
44. 
Sejam n' em o esforço normal e o momento fle 
tor correspondentes a uma curvatura f e a uma deformação média 
e~, calculados através das eq. 15 e 16. Expandindo as eq. 28 
nos pontos n'= n' em= m em séries de Taylor e considerando a-
penas os termos lineares, têm-se: 
n' n' + [~] ôk + [ªn'J = 3E~ - ÔE~ r 
k=f e:'=e• m m 
- [*] k=k ôk + [*] 1 -, ÔE 1 mr = m + m Em=Em 
(29) 
onde ôk e ôE~ sao os acréscimos que se devem dar a f e e~ para 
obter a deformação media e a curvatura correspondentes a n~ e 
Procede-se, então, de modo análogo ao indica-
do no item 2.6.1, observando que os valores kr e E~,r daquele! 
tem foram adotados como valores iniciais de f e e~. Verificou-
se que é necessário uma média de 6 ciclos para se conseguir erros 
menores que n~ . 10- 5 e mr . 10- 5. 
45. 
CAPITULO III 
AP LI CAÇJIO 
O processo de cãlculo desenvolvido no capitulo anterior 
foi programado para a utilização de um computador na elaboração de a 
bacos destinados ã determinação da capacidade de carga das colunas 
em estudo. 
A primeira parte do programa cuja listagem apresentamos 
no Apêndice destina-se ao cãlculo e traçado das curvas que represen-
tam as diversas combinações de esforço normal e momento fletor que 
provocam o esgotamento da capacidade resistente das seções transver-
sais (ver item 2.3). Estas curvas sao apresentadas na forma de ãba-
cos cujos parâmetros são o tipo do aço da armadura longitudinal e as 
d. d 
l - , a re açoes cr e cr. 
e e 
Cada curva destes ãbacos refere-se a uma deter-
minada taxa de mecânica de armadura. Apresentamos um destes ãbacos 
na fig. 25. 
A capacidade de carga das colunas curtas pode ser detei 
minada atravês destes ãbacos, independentemente do tipo e da duração 
do carregamento, jã que a redução de resistência devida a deformação 
destas colunas pode ser desprezada. 
46. 
A segunda parte do programa destina-se ao cãlculo 
e traçado das curvas que representam as diversas combinações de 
cargas axiais e momentos que, quando aplicados ãs extremidades das 
colunas, provocam o esgotamento da sua 
el 
grama so examina os casos onde = 1, 
e2 
21 ) . 
capacidade de carga. O pro-
el el 
= O e 
e2 
= -1 (ver fig. 
e2 
Estas curvas sao apresentadas na forma de ãbacos 
cujos parâmetros sao o tipo do aço e a taxa mecânica da armadura 
d. d e
1 longitudinal e as relações,!.,~ e -ue ue e2 • 
l - l cos refere-se a uma determinada re açao r 
e 
Cada curva destes ãba-
entre o comprimento da 
coluna e o seu diâmetro externo. A parte superior refere-se a ca! 
gas de curta duração ($=O) e a parte inferior a cargas de longa 
duração (,/O). Apresentamos 3 destes ãbacos nas figs. 26, 27 e 
28. 
Os dados de entrada do programa sao os seguintes, 
devendo ser perfurados em campos sequenciais de 10 colunas: 
a) Características da seçao de concreto e da armadura (1 cartão): 
lQ campo: DVB 
di 
= cÇ 




- Rak se for aço natural 
3Q campo: SIGMA = 




-1 para o traçado dos âbacos 
49 campo: ITA da 1 a. parte = 
o para indicar o fim dos dados 
+l para o traçado dos âbacos 
da 2a. parte 
b) Se ITA = -1 (1 cartão): 
lQ campo: PMAX = taxa mecânica mâxima de armadura 
do âbaco referente a la.parte do 
programa. 
Retornar ao item (a) para fornecer os dados rela-
tivos a prÕxima seçao. 
c) Se ITA = +1 (1 cartão): 
lQ campo: Fl = coeficiente de deformação lenta a 
considerar nos câlculos relativos 
a cargas de longa duração 
2Q campo: NEN = numero de pontos a considerar no 
traçado dos âbacos referentes a 
2a. parte do programa. 
48. 
39 campo: NPMC = numero de pontos a considerar nas 
curvas momento-curvatura 
49 campo: NDEF = numero de deformadas a considerar 
na determinação da capacidade de 
carga. 
59 campo: P = taxa mecãnica de armadura 
Retornar ao item (c) para o traçado de ãbacos refe-
rentes a outros valores da taxa mecãnica de armadura. Para for-
necer os dados relativos ã prõxima seção, fazer P < O e retornar 
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*ONE WCRC INTEGERS 
*EXTENCEC PRECISION 
*LIST SOLRCE PRCGRAM 
e ********************* 
C * SUBRCTINA ESFSC * 
e ********************* 
SUBROUTINE ESFSC 























10 00 20 I=l,NOL 
S ( I ) =SI GN ( 1, C, C ( I ) -o fl l 
Ct I >=O.O 
20 /llll=SIGN(PI2,S(lll 
GO TO llC 
30 DO 40 1=1,2 
40 Sll)=IC(l)-DM)/DB 
DO 50 l=~, 4 
50 S(l)=(Clll-OM)/DV 
DO 60 1=5,NDL 
60 Sll)=ID(Il-OM)/DA 




GO TC 100 
90 S(Il=SIGN(l.0,S(l)) 






































































se E=S 8*C 8 
SC9=S'l*C9 
SClO=SlO*ClO 














*STORE ~S UA ESFSC 1E36 
// EJECT 
// FORTRAN 
*CNE MCRC INTEGERS 
*EXTENCED PRECISION 
*LIST SOLRCE PROGRAI" 
e ********************* 
C * SUBRCTINA GRAFl * 
e ********************* 
SUBROUTINE GRAFl 
REAL C( 101,CT1191,CT2(9) ,NB,l"B,NA,MA 
REAL LAB(9l,f\l"AX,Nl"!N,l"l"AX!,ENB(l411,l"FBl141l,ENA(l411, 
ll"FA(l411,NAB(lC11,l"AB(lC1,9,31,NCR!T(9,21,l"ZERC,Xll411, 
2YI 1411,PMAI 111 























GD TO 80 
70 I\OXl\=I\CXP 
IEF=3 






















































00 lSC l=l,NDY 
Z=CY*C 1-11+1.E-8 
Yl=-Z+CESL 








200 CC 320 IP=l,11 
PM=PMAX*(ll-IP)/10+1.E-€ 
Pl'A( IPl=PM 





220 CALL EPLCTC-2,X(l41l,-Y1141Jl 
DO 230 lf\=2,140 
1=142-IN 
230 CALL EPLCT(O,X(ll,-Y(lll 
CALL EPLCTl-1,Xlll,-Y(lll 
GO TC 320 
24C CALL EPLOT(-2,X(ll,-Y(lll 
CD 290 1-=l,140 
290 CALL EPLOT(O,X(ll,-Yllll 
CALL EPLCT(-1,X(l4ll,-Y(l4lll 




325 FORMAT('CURVAS PARA P=',llF5,2l 
GOTO 65C 
330 OC 64C IL=l,9 
DO 360 I=l,ll'l 
I F (NA B ( 1 l -NCR 1T ( 1 L , l l l 3 4 O, 3 50, 3 5 O 
340 X(l l=I\AB(Il 
Y(Il=l'AB(I,IL,IE) 












GC TO 390 




410 CALL EPLCT(-2,XII\ENl,-Y(NENll 
GO TC 440 
42C CALL EPLCT(-2,X(INMAXl,-Y(INMAXll 
I=Il\l'AX+l 
CD 430 IN=IM2,INl'AX 
1=1-1 
430 CALL EPLCT(O,X(Il,-Ytlll 
44C IF(X(ll-0,2*NAB(lll450,460,460 
45C CALL EPLOT(-1,X(NENl,-Y(NENll 
GO TC 640 
46C CALL EPLCT(C,XINENJ,-Y(I\El\ll 
l=NEN 
CO 470 IN=2,l1'1 
I= 1-1 




GC TC 640 
480 IFIXI ll-0.2*NAB( 1 l l640,490,4'iC 
49C CALL EPLCT(-2,X(ll,-Yllll 
CC 540 1=2, 1111 
540 CALL EPLOTIO,X(ll,-Yllll 
I F ( -X ( I Nfo!A X l-0. 2 *NA B ( 1 l l 5 7 O, 5 e O , 5 8 C 
570 CALL EPLCT(-1,XINENl,-Y(NENll 
GOTO 640 
580 CALL EPLOTIO,XINENl,-Y(NENll 
CD 620 l=lfo!2,INl'AX 










1:45 FORMAT('CURVAS PARA l=',9F5.11 
1:50 Xl=XPI+(32.0/2.541/EX 
YI=YPI 





*STORE kS UA GRAFl 1E36 
// EJECT 
// FCRTRAN 
*CNE kCRC INTEGERS 
*EXTENCED PRECISION 
*LIST SOURCE PROGRAfo! 
*ICCSl2501REACER,1403PRINTER,TYPEkRITER,PLGTTERI 
e ******************** 






11' 2, e 1511 , v Is 11 , e 11 5 ll , e 2 e s 11, e 211 51, , Rc 11 s 11 
REAL XE(511,YE(511,YLEl51l,C3151l,C4(51l,LAUX,l'INS(9,31, 




































IFI !TA )40,30,40 
3C CALL EXIT 
4C CALL CATSW(l5,ICHI 
MRITE15,45lOVB,CAB,SIGMA,ITA 
63. 
45 FOR~ATI ///EX, 'DvB' ,7X, 1 CA8 1 ,5X,'S1Gt'A' ,7X ,' !TA'/1X,3Flú.2, 













l 17 l=-0. 7*RCALC 
Tl8l=-ll7l 
119)=-1(6) 








00 70 1=5,9 
C T l I I l = 1 TI I + l 1 - l 1 1 1 1 / C IC 1 1 + l l -D 1 1 l l * R C A l C l 
70 Cl21ll=llll/RCALC-CT1Cll*Dlll 





EB I l li =-O. C lC 
OC 9C 1•2,21 
EBS{ll•EBSCI-ll+0.0005 
90 EBllll•EBSlll-2*10.0lO+EBSllll/(l+DABI 
CO lCO 1=22,41 
EBSlll=EBSll-ll+0.000175 
lCC EBI l l l=EBSI I l-2*(0.0lO+EBS( 11 l/( l+OABl 
CEBl=-EB114ll/80 
DO llC 1=42,121 
EBSlll•0.0035 
110 EBI( l l•EBI l 1-ll+CEBI 
DO 120 !=122,141 
EBllll=EBl(l-ll+C.0001 
120 EBS( 1 l=C.0035-0. 75*EBI ( I l 
P= 1. C 
CONSC=P/PI 
COl'\SC=CCNSC*DAB/2 
DO 13C 1•1, 1'11 
Cl'=(EBSlll+EBIIIll/2 
CV=IEBSl 11-EBil I l l/l 1-Cl'l 
CALL ESFSC 
Et;B C I l =l'\B 

























162 FORl'AT(/lX,'CAPACICACE CE CARGA CA SECAO IP=l.Cl'/9X, 1 ES', 
l 8X , • E I • , 8 X, ' E A' , 8 X , ' 11 e' , ex, ' NA' , 8 X, 'Me' , ex , ' l'A' , 8 X, 'N T ' , ex, 
2'1'T'l 




16 3 W R I TE ( 5 , l é 4 l E B S ( I ) , E B 1 1 I ) , C A , EN B I I l , E 1\ A ( I ) , I' F B I Il , I' f A ( l l , 
lENT,EFT 
164 FORMATC1X,9Fl0.5l 
C3 l'OMENTC PARA ESFCRCC NORMAL NLLD E MOMENTO l'AXIMC 
165 co 170 1=20,141 





I\A 81 I\EI\ l =O. O 
DO 176 IL=l,9 
CD 176 IE=l,3 
176 l'ABIIIEl\,IL,IE)=l'ZERO 
co 180 1=2,141 









188 IF(ITAJ190,30 ,195 




IF ( ICH-1 l 1S6, lSé, 198 
196 ~RITE15,197JP,ILAB(lll,IL=l,9l 
197 FORMATl//lX,'AEACOS PARA P=',F5.2/lOX,'L',9FlQ.2) 















































360 FCRl"AT 1 /1 
31C CONTir-.LE 
IIAB ( 11 =N,..AX 
IIABIIIEÍ'<ABl=-N,..AX 
00 340 IL=l,9 
CC 340 IE=l,3 
l'Aell,IL,IEl=O.C 
340 l'ABIIIEIIAB,IL,IEl=C.C 
C5 CURVAS MOMENTO-CURVATURA 
CN=Ni"AX/NTEN 
Ii"C=l40 












CC 710 IF=l, IFF 
Cl21=EBPIIFI 
Dl41=EePIIFI 
CC 390 IL=2,9 




C I' A X= 1 E B S I I MC 1 - E 8 I I I l'C 1 1 / 1 1-D I' A X 1 
f';lT=O 
GC TC 500 
41C IMN=O 
f';llA=C 













CV l=C ~ I 









































VI l l=l'l'AX/Nl'C 
01'l=CflAX 
CC=C"AX/NOMC 




GC TO 504 
503 CINT"Cl=O.OOCOOl 
5C4 IFIICH-ll5C5,505,5C7 
505 WRITE15,50t:l P,Nl'C,"MAX, IF,YI ll ,CI 11,DMAX,l';IT 
69. 
506 FORMATl//llX, 'CURVA MOMENTO-CURVATURA PARA P=',F5.3/38X, 
l'NMC= 1 ,Fl0.5/37X, 'NMAX=' ,F l0.5/39X,' IF=', I2/25X, 'Y' tl4X, 'C' 
2,13X,'CM',7X,'NIT'/llX,3Fl5.6,llCI 









































DO éCC 1=2,NTMC 
CCEF=C ( 1-ll /Y 1 1- ll 
IFICGEF-Clll/Y(Ill590,600,600 
5 9 C Y ( I l =C ( I l /COE F 
600 CONTH,UE 












él~ DY=IYI 11-Y(NT,.,Cl) /NTCEF 
C6 CEFCRl'ACAS (CARGAS AXIAIS CENTRACAS) 
TCLY=Y(ll/lCOO 
CC 695 NC=l,NOEF 
YIN=Y(ll-DY*(NC-ll-1,E-7 
Yl'AX(NCl=YIN 




YE ( INIC l=YIN 
XEIINICl=O,G 
YLE(lfllCJ=O.O 
CD 640 I=lflIC,NTMC 
Al=YEI I l+C21( I l 
A2=YLE(Il/RC11Il 
















C7 CARGAS CE INSTAeILIOACE PARA K=l 
CC 690 ll=2,<; 
LAUX=LAB(lll/2 




GC TO 670 
é60 I=I-1 





C<, CARGAS OE INSTABILIOAOE PARA K=O 





GC TC 1070 
1020 LAUX=AeS(LAUXI 











DO 1cec IL=3,'i,2 
ILL=I IL+l 1/2 
10B0 ~INS(IL,3l=MINSIILL,2l 













GC TO 1140 
1130 I= 1-1 






ClO CARGAS CE INSTAeILIOACE PARA K=-1 
00 1260 IL=2,c; 
LAUX=LABIIL)/2 




GC TO 1260 
1180 IF(NC-llll85,11E5,119C 
11es f'INSIIL,3l=f'f'AX 










XEI INIC >=o.o 
YLEI INIC l=C.C 
CC 1213 I=INIC,NTMC 







YEI l+ll=YI I+l l 
XEII+ll=2*ATANIIC41Il+SQRTIC4111**2+C3111**2-(YE(l+ll+ 
1C211Ill**211/IYE(l+ll+C2llll+C31IIII/RCllll 
ARC=RC li II *XE ( I + li 





GC TC 1200 
123C YPOS=YIN 
GC TC 1200 
1240 AUX=Njll(*IYANT+YPCSl/2 




700 CC 701 IL=l,g 
CO 701 IE=l ,3 
701 jl/ABI IN, IL, IE)=l"!NSI ll, !E) 
I\AB( Ili l=l\l"C 
GO TC 7C7 
705 CC 70é ll=l,g 
CC 706 IE=l,3 
7Cé j11ABIINN,IL,IE)=j11INSIIL,IEI 
NAB(INN)=-Nl'C 








CC 722 IL=l,g 
O C 7 2 2 I E= l, 3 
722 l"ABINEN,IL,IE)=jl/ZERO 
CALL GRAFl 
GC TC 150 
ENC 
73. 
